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Re´sume´ : Nous comblons une lacune e´tonnante de la Ge´ome´trie Analytique Complexe en prouvant l’analogue
du The´ore`me Principal de Zariski dans cette ge´ome´trie, c’est-a`-dire en prouvant que toute application holomorphe
d’un espace analytique irreductible dans un espace analytique normal et irreductible est un plongement ouvert
si et seulement si toutes ses fibres sont discre`tes et si elle induit une application bime´romorphe sur son image.
Nous prouvons plus ge´ne´ralement le “The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les espaces analytiques”, qui
affirme qu’une application holomorphe d’un espace analytique irreductible dans un espace analytique irreductible
et localement irreductible est un plongement ouvert si et seulement si elle est plate et induit une application
bime´romorphe sur son image. Graˆce au “crite`re analytique de re´gularite´” de Serre-Samuel dans GAGA [12] et au
“Principe de Lefschetz”, nous en de´duisons enfin le “The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les varie´te´s
alge´briques de caracte´ristique nulle”, qui affirme qu’un morphisme d’une telle varie´te´ irreductible dans une autre
unibranche est une immersion ouverte si et seulement s’il est birationnel et plat.
Abstract : On Zariski Main Theorem in Algebraic Geometry and Analytic Geometry. We fill a
surprising gap of Complex Analytic Geometry by proving the analogue of Zariski Main Theorem in this geometry,
i.e. proving that an holomorphic map from an irreducible analytic space to a normal irreducible one is an open
embedding if and only if all its fibers are discrete and it induces a bimeromorphic map on its image. We prove more
generally the “Generalized Zariski Main Theorem for analytic spaces”, which claims that an holomorphic map from
an irreducible analytic space to a irreducible locally irreducible one is an open embedding if and only if it is flat
and induces a bimeromorphic map on its image. Thanks to the “analytic criterion of regularity” of Serre-Samuel in
GAGA [12] and to “Lefschetz Principle”, we finally deduce the “Generalized Zariski Main Theorem for algebraic
varieties of characteristical zero”, which claims that a morphism from such an irreducible variety to an irreducible
unibranch one is an open immersion if and only if it is birational and flat.
De´finition.
1) Une application me´romorphe (au sens de Grauert-Remmert, voir par exemple
[2], p. 211) entre des espaces complexes est dite “bime´romorphe” si elle induit une
application biholomorphe entre les comple´mentaires de sous-ensembles analytiques
ferme´s d’inte´rieur vide de ces espaces (voir par exemple [10], p. 305).
2) Une application holomorphe entre des espaces complexes est dite “plate” si, en
tout point l’espace de de´part, elle induit un homomorphisme plat entre l’anneau
local de l’espace d’arrive´e en l’image de ce point par l’application et l’anneau local
de l’espace de de´part en ce point.
The´ore`me 1 (The´ore`me Principal de Zariski pour les espaces analytiques).
Une application holomorphe d’un espace analytique irreductible dans un espace
analytique normal et irreductible de meˆme dimension est un plongement ouvert
si et seulement si toutes ses fibres sont discre`tes et si elle induit une application
bime´romorphe entre son espace de de´part et son image qui est alors un ouvert de
l’espace d’arrive´e.
1
2De´monstration. Soit f : X −→ X ′ une telle application. La condition indique´e e´tant
trivialement ne´cessaire, prouvons qu’elle est suffisante. Supposons la donc. D’apre`s
le Lemme-cle´ ci-apre`s, f est alors une application ouverte, en particulier l’image de
f est un ouvert de X ′. Or, d’apre`s le Lemme-bis suivant, f est injective. Le meˆme
Lemme-cle´ permet alors de conclure.

Lemme-cle´ (crite`re d’ouverture et de plongement ouvert pour les appli-
cations holomorphes). Toute application holomorphe a` fibres discre`tes entre deux
espaces analytiques irreductibles de meˆme dimension dont le second est localement
irre´ductible est une application ouverte. Par suite, si en plus cette application est
injective, alors elle induit un home´omorphisme entre son espace de de´part et son
image. Si en plus l’espace d’arrive´e est normal, alors cette application est un plon-
gement ouvert.
De´monstration. Soient f : X −→ X ′ une telle application, p : X ′′ −→ X la projec-
tion canonique d’une normalisation de X dans X (voir par exemple [11], Th. 14.9,
p. 88) et g = f ◦ p. Puisque p est a` fibres finies, g est donc a` fibres discre`tes. X ′′
e´tant irre´ductible et localement irreductible de meˆme dimension que X , il re´sulte de
[11], 10.5, p. 64, que g est ouvert. Il re´sulte alors de la surjectivite´ de p que f aussi
est ouvert. La conclusion re´sulte alors de [11], 15.4 et 15.5, p. 93.

Remarque 1. Le Lemme-cle´ est l’analogue fide`le en ge´ome´trie analytique du Lemme-
cle´ 14.4.1.3 de EGA [5] qui affirme, compte tenu de [4], Prop. 5.4.1, que tout mor-
phisme d’un sche´ma irre´ductible dans un sche´ma irre´ductible unibranche est ouvert.
Lemme-bis (crite`re d’injectivite´ pour les applications holomorphes bime´romorphes).
Toute application holomorphe bime´romorphe et ouverte est injective.
De´monstration. 1) Soit f : X −→ X ′ une telle application. Notons F (resp. F ′) un
sous-ensemble analytique ferme´ de X (resp. X ′) d’inte´rieur vide tel que f induise
une application biholomorphe de X − F dans X ′ − F ′.
2) Supposons f non injective et conside´rons des points distincts a et b de X tels
que c = f(a) = f(b). D’apre`s le Lemme-ter suivant, il existe donc des voisinages
ouverts disjoints Va et Vb de a et de b dans X tels que Vc = f(Va) = f(Vb) soit un
voisinage ouvert de c dans X ′ contenant un sous-ensemble analytique F ′′ dans lequel
sont contenus f(F ∩ Va) et f(F ∩ Vb).
3) D’apre`s les choix de F ′ et F ′′, Vc − F
′
− F ′′ est non vide. Soit donc c′ un de ses
points. D’apre`s les choix de Va, Vb et Vc, il existe donc a
′ dans Va − F et b
′ dans
Vb − F tels que c
′ = f(a′) = f(b′). Puisque Va et Vb sont disjoints, a
′ et b′ sont
distincts, ce qui contredit l’injectivite´ de la restriction de f a` X − F .

Lemme-ter (sur les images locales des applications holomorphes). Pour
toute application holomorphe entre des espaces complexes, tout point de son espace
3de de´part admet un voisinage ouvert dont l’image par cette application est contenue
dans un sous-ensemble analytique d’un voisinage de l’image de ce point et dont la
dimension est au plus e´gale a` celle de l’espace de de´part.
De´monstration. Soient f : X −→ X ′ une telle application , a un point de X , V
un voisinage ouvert de a que l’on peut supposer plonge´e dans un espace projectif
complexe P ,W un voisinage ouvert de f(a) que l’on peut supposer plonge´ e´galement
dans P , f ′ l’application de V dans W induite par f , Γ le graphe de f ′, Γ¯ la fermeture
de Γ dans P 2, et A la seconde projection de Γ¯ sur P . D’apre`s le The´ore`me de
Remmert sur l’image d’une application holomorphe propre (voir par exemple [7],
p. 290), A est un sous-ensemble analytique de P de dimension au plus celle de X .
A∩W est donc un sous-ensemble analytique de W contenant l’image de V par f et
de dimension au plus celle de X .

The´ore`me 2 (The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les espaces
analytiques). Une application holomorphe d’un espace analytique irreductible dans
un espace analytique irreductible et localement irreductible est un plongement ouvert
si et seulement si elle est plate et induit un application bime´romorphe entre son
espace de de´part et son image qui est alors un ouvert de l’espace d’arrive´e.
De´monstration. 1) Soit f : X −→ X ′ une telle application.
2) D’apre`s l’hypothe`se de bime´romorphie, X etX ′ ont la meˆme dimension. Il re´sulte
alors de la formule bien connue sur les dimension des fibres d’un morphisme plat,
et plus ge´ne´ralement ouvert, d’anneaux locaux noethe´riens que toutes les fibres de
f sont discre`tes (voir par exemple [3] et Th. 2.4.6, [5], Th. 14.2.1 ou [8], Th. 15.1,
p. 116).
3) Par suite, d’apre`s le Lemme-cle´, f est une application ouverte, en particulier
l’image de f est un ouvert de X ′.
4) D’autre part, d’apre`s le Lemme-bis, f est injective. Toujours d’apre`s le Lemme-
cle´, f induit donc un home´omorphisme entre X et f(X).
5) Conside´rons maintenant un point x de X et notons A l’anneau local de X ′
en f(x), B celui de X en x. X e´tant localement irreductible, l’anneau A est donc
inte`gre. Il admet donc un corps de fractions C.
6) D’apre`s la platitude de f , nous pouvons supposer que A est un sous-anneau
de B. A et B e´tant des anneaux locaux, B est donc fide`lement plat sur A (voir
par exemple [1], Ch. V, Prop. 1.6, p. 84). Par suite, B/A est un A-module plat,
donc sans A-torsion (voir par exemple [1], Ch. V, Th. 1.9, p. 85). L’application
canonique du A-module B/A dans son localise´ total M = (B/A)⊗AC est donc
injective, puisque A est inte`gre. Or d’apre`s la bime´romorphie de f , M est nul car
f induit un isomorphisme entre les faisceaux des fonctions me´romorphes sur X et
f(X) (voir par exemple [10], Cor. 6.8, p. 305). On en de´duit que A = B.
7) Compte tenu de 4), on conclut donc que f induit un isomorphisme entre les
faisceaux structuraux de X et f(X), c’est-a`-dire que f est un plongement ouvert
comme de´sire´.
4
The´ore`me 3 (sur le lien entre le The´ore`me Principal de Zariski et le
The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les espaces analytiques).
Le The´ore`me Principal de Zariski pour les espaces analytiques re´sulte du The´ore`me
Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les espaces analytiques.
De´monstration. 1) Supposons donc ce dernier the´ore`me et conside´rons f : X −→ X ′
une application ve´rifiant les hypothe`ses de ce premier the´ore`me, p : X ′′ −→ X la
projection canonique d’une normalisation de X dans X , g = f ◦ p, f ′ l’application
de X dans f(X) induite par f et g′ l’application de X ′′ dans f(X) induite par g.
2) D’apre`s le Lemme-cle´, f(X) est un ouvert deX ′. Puisque f ′ et p sont bime´romorphes
a` fibres discre`tes, d’apre`s le Lemme-cle´ et le Lemme-ter, tout point x de X ′′ admet
un voisinage ouvert Vx que l’on peut supposer plonge´ dans un espace affine com-
plexe E tel que g′ induise une application bime´romorphe et a` fibres discre`tes g′x
de Vx sur l’ouvert g
′(Vx) de X
′. Pour tout x de X ′′, notons g′′x l’application de
Vx − g
′−1(S(g′(Vx))) dans g
′(Vx) − S(g
′(Vx)), ou` S(g
′(Vx)) de´signe le lieu singulier
de la varie´te´ normale g′(Vx).
3) Conside´rons maintenant un point x de X ′′. La varie´te´ normale Vx e´tant une
varie´te´ de Cohen-Macaulay et la varie´te´ g′(Vx) − S(g
′(Vx)) e´tant non singulie`re de
meˆme dimension que Vx, l’application a` fibres discre`tes g
′′
x
est bime´romorphe et
plate, en vertu du crite`re de platitude en termes de fibres pour les homomorphismes
d’anneaux locaux (voir par exemple [8], Th. 23.1, p. 179). D’apre`s le The´ore`me Prin-
cipal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les espaces analytiques, g′′
x
est donc biholomorphe. Il
re´sulte alors du the´ore`me de prolongement de Riemann pour les espaces complexes
normales que g′x est biholomorphe (voir par exemple [11], Th. 13.6, p. 81).
4) g est donc plat. Toujours d’apre`s le The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´
pour les espaces analytiques, g′ est donc biholomorphe. On en conclut que p et f ′
sont bijectives et que f ′−1 = p ◦ g′−1 est holomorphe, ce qui prouve que f est un
plongement ouvert et e´tablit donc le The´ore`me Principal de Zariski pour les espaces
analytiques.

The´ore`me 4 (The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les varie´te´s
alge´briques complexes). Un morphisme d’une varie´te´ alge´brique complexe irre´ductible
dans une varie´te´ alge´brique complexe irre´ductible et unibranche est une immersion
ouverte si et seulement s’il est birationnel et plat.
De´monstration. L’e´nonce´ re´sulte du The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour
les espaces analytiques graˆce au “crite`re analytique de re´gularite´” de Serre-Samuel
dans [12], Prop. 9, p. 13-15 (et la note en bas de la page 13), sachant qu’un homomor-
phisme d’anneaux locaux noethe´riens est plat si et seulement si l’homomorphisme
induit entre les comple´te´s de ces anneaux l’est (voir par exemple [1], Ch. V, Prop.
3.3, p. 93).

5Corollaire 1 (The´ore`me Principal de Zariski pour les varie´te´s alge´briques
complexes [3], Cor. 4.4.9, p. 137 et [5], Cor. 8.12.10, p. 48, [9], Ch. III.9,
p. 288). Un morphisme d’une varie´te´ alge´brique complexe irre´ductible dans une
varie´te´ alge´brique complexe irre´ductible normale est une immersion ouverte si et
seulement s’il est birationnel et a` fibres finies.
De´monstration. Soit f : X −→ X ′ un morphisme birationnel et a` fibres finies.
D’apre`s la remarque ci-dessus, f(X) est donc un ouvert de Zariski de X ′. La conclu-
sion re´sulte alors du The´ore`me Principal de Zariski pour les espaces analytiques,
graˆce au “crite`re analytique de re´gularite´” de Serre-Samuel.

Corollaire 2 (The´ore`me Principal de Zariski pour les varie´te´s alge´briques
de caracte´ristique nulle, idem).Un morphisme d’une varie´te´ alge´brique irre´ductible
sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle dans une varie´te´ alge´brique
irre´ductible normale sur ce corps est une immersion ouverte si et seulement s’il est
birationnel et a` fibres finies.
De´monstration. En effet, un tel e´nonce´ re´sulte du pre´ce´dent par “le principe de
Lefschetz” fonde´ sur la possibilite´ de plonger dans le corps des nombres complexes
tout corps de nombres, c’est-a`-dire tout corps commutatif qui est une extension finie
du corps des nombres rationnels.

Corollaire 3 (The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les varie´te´s
alge´briques de caracte´ristique nulle). Un morphisme d’une varie´te´ alge´brique
irre´ductible sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle dans une
varie´te´ alge´brique irre´ductible unibranche sur ce corps est une immersion ouverte si
et seulement s’il est birationnel et plat.
De´monstration. En effet, un tel e´nonce´ re´sulte du The´oe`me 4 par “le principe de
Lefschetz”.

The´ore`me 5 (sur le lien entre le The´ore`me Principal de Zariski et le
The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les varie´te´s alge´briques
de caracte´ristique nulle). Le The´ore`me Principal de Zariski pour les varie´te´s
alge´briques de caracte´ristique nulle re´sulte du The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´
pour de telles varie´te´s.
De´monstration. 1) Supposons donc ce dernier the´ore`me et conside´rons f : X −→ X ′
un morphisme ve´rifiant les hypothe`ses de ce premier the´ore`me, p : X ′′ −→ X la
projection canonique d’une normalisation de X dans X , g = f ◦ p, f ′ l’application
de X dans f(X) induite par f et g′ l’application de X ′′ dans f(X) induite par g.
2) D’apre`s la remarque 1, f(X) est un ouvert de Zariski de X ′. Puisque f ′ et p sont
birationnelles a` fibres finies, toujours d’apre`s cette remarque, tout point x de X ′′
admet un voisinage ouvert affine Vx tel que g
′ induise un morphisme birationnel et a`
6fibres finies g′x de Vx sur l’ouvert de Zariski g
′(Vx) de X
′. Pour tout x de X ′′, notons
g′′
x
l’application de Vx− g
′−1(S(g′(Vx))) dans V
′
x
− S(g′(Vx)), ou` S(g
′(Vx)) de´signe le
lieu singulier de la varie´te´ normale g′(Vx).
3) Conside´rons maintenant un point x de X ′′. La varie´te´ normale Vx e´tant une
varie´te´ de Cohen-Macaulay et la varie´te´ g′(Vx) − S(g
′(Vx)) e´tant non singulie`re de
meˆme dimension que Vx, le morphisme a` fibres finies g
′′
x
est birationnel et plat, en
vertu du crite`re de platitude en termes de fibres pour les homomorphismes d’an-
neaux locaux. D’apre`s le The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´ pour les varie´te´s
alge´briques de caracte´ristique nulle, g′′
x
est donc un isomorphisme. Il re´sulte alors
du the´ore`me de prolongement des fonctions re´gulie`res sur les varie´te´s alge´briqes
normales que g′
x
est un isomorphisme (voir par exemple [6], Ch. 2, Th. 1.5, p. 124).
4) g est donc plat. Toujours d’apre`s le The´ore`me Principal de Zariski Ge´ne´ralise´
pour les varie´te´s alge´briques de caracte´ristique nulle, g′ est donc un isomorphisme.
On en conclut que p et f ′ sont bijectives et que f ′−1 = p ◦ g′−1 est un morphisme,
ce qui prouve que f est un plongement ouvert et e´tablit donc le The´ore`me Principal
de Zariski pour les varie´te´s alge´briques de caracte´ristique nulle.

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